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5.9 A Funcao Exponencial Natural

Da forma que a funcao logaritmica foi construida, ela possui uma funcao
inversa, a ser chamada de Funcao Exponencial Natural, como apresentada a
Seguir.

Definigao 5.9.1 A Fung¢dao Fxponencial Natural € a inversa da funcao lo-
garitmica natural. Assim, ela € definida por

exp(r) =y < x = In(y).

Algumas caracteristicas da funcao exponencial sao obtidas diretamente da
sua inversa. Como a funcao logaritmica é crescente, segue que a sua inversa
também é. Além disso, como

In: R - R
a +— In(a)

segue que
exp: R — R}
a — exp(a)’

Consequentemente, In(exp(x)) = = e exp(In(y)) = y.
Definicao 5.9.2 Seja a um niumero real positivo qualquer, entdao
a® = exp(zln(a)), V z.
Teorema 5.9.1 Se a € um numero real qualquer, entdao
In(a”) = zn(a).
Demonstragao: Tem-se que a* = exp(zrlIn(a)), V z. Entao, In(a®) =
In(exp(xIn(a))) = zIn(a). O
Definigao 5.9.3 O nimero e (Numero de Euler) é definido pela formula
e = exp(l).
Teorema 5.9.2 1. In(e) = 1;
2. exp(0) =1;

3. Para todos os valores de x, e* = exp(x)

2

4. Se a eb sao dois nimeros reais quaisquer, entio e x e’ = eat;

a
5. Sea eb sao dois mimeros reais quaisquer, entio — = e? b
e

6. Sea eb sio dois mimeros reais quaisquer, entdo (e*)® = e®.
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Demonstragao: Exercicios. (I

Um dos principais resultados envolvendo a exponencial estd relacionada com
a sua derivada, como apresentado a seguir.

Teorema 5.9.3 D, (") = e”.

Demonstragao: Seja y = e¢”. Entao, pela definicao de exponencial, segue
que z = In(y). Derivando implicitamente a equagdo em fungao de x, segue
que:

_ldy dy

D,(z) =Dx(In(y)) = 1= S = -

O resultado anterior garante que a derivada da fungao exponencial é a propria
funcao, sendo essa a tnica com essa propriedade. Generalizando,

Teorema 5.9.4 Se u é uma fung¢do de x diferencidvel, entdao
Dx(e") = e"Dy(u).
Demonstragao: Aplique a regra da cadeia e o teorema anterior. Il
Vamos a alguns exemplos.
Exemplo 5.9.1 Encontre cada uma das derivadas a sequir.
1. f(x) = e*;
2. f(z) = x%e%;
3. f(z) = eV7H;
4. fla) = e,
5. fz) = e+,
Solucgao:

1. Tem-se que
f'(x) = (e**) = €** x D,(27) = 2e**.

2. Tem-se pela regra da derivada do produto que
fl(x) = () x e* + 2% x () = 2xe” + 2%e* = (v + 2)we”.
3. Tem-se que

() = (V7Y = V" D, (VaZ + 1) = € <2;T+1 x Dy (z* + 1)) =

x( 1 ‘(2 )> re”
= | —F/—— z) | = —.
2vax? + 1 x2 41
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4. Tem-se que

5. Tem-se que

1
f’(l‘) _ (62z+ln(a:))/ _ eQa:—l—ln(z) % Dx(2w + ln(x)) _ e29:—|—ln(:z) <2 + ;> )

g

Teorema 5.9.5 Sendo k uma constante, tem-se que

/e“du=e“+k’.

Demonstragao: Como e* é uma primitiva para si mesma, segue o resul-
tado. U

Exemplo 5.9.2 Calcule cada uma das integrais a sequir.
VT

2 3/x
2. / dr.
1 X

Solucao:

1

dx;

1
1. Considere u = y/z. Assim, du = —=dx. Assim,
x

2Vx

JE u
/eﬁdxz %du=2/e“du:26“+k=2eﬁ+k.

3 — du  dx
2. Considere u = —. Entao, du = —2dzv =>— == Como 1 <z <2,
x x -3 =z
) ) 111
invertendo a desigualdade segue que 1 > —-> 5 e, consequentemente,
x

g <wu < 3. Assim,

2 3/x 2 .o d 3 d -1 3 -1
/ 62 d:v:/ 63/:,;_923:/ P —— e“du:—e“\g/zz
T 1 z 32 9 3 Jyp 3

-1
3

(e® — 63/2) .
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0 1

Figura 5.14: Regiao entre as curvas y = e*, y =/r, z =0e z = 1..

Exemplo 5.9.3 Encontre o valor da drea da regiao limitada pelas curvas
y=e*, y=+reasretasz=0cx=1.

Solugao: A regiao pode ser observada na Figura 5.14. Como e* > /r,
para todo x, segue que a area da regiao ficada dada por

1 232\ |1 2 5
A: T — z _ — _— — —]_ = —_ - a..
/o (e* — Va)dx (e 3/2> ) (e 3) e 3 u.a

Sobre o grafico da func¢ao exponencial, sabe-se que a funcao sé assume valores
positivos e como Dg(cn)(e“’) = ¢e”, seque que D, (e*) = D, (e*) = e* > 0, para
todo z. Assim, a funcao exponencial é crescente e tem concavidade voltada
para cima. Assim, um esboco do gréfico da fungao exponencial pode ser vista
na Figura 5.15.

g

Jx) = exp(x)

./1

Figura 5.15: Exbogo do grafico da funcao f(z) = e*.

Da 5.9.2 é possivel estabelecer a seguinte definicao.

Definicao 5.9.4 Se a ¢ um numero positivo qualquer, entao a funcdao expo-
nencial de base a fica definida por

f(z) = a® = exp(zln(a)).

20



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT /UFSJ

Segue dessa definicao que todas as propriedades vélidas para a exponencial
também sao validas para a exponencial de base a. Por exemplo,

a® x a’ = exp(z1n(a)) x exp(yIn(a)) = exp(z1n(a) + yIn(a)) =

= exp((z + y) In(a)) = a* V.

Veja outros resultados.
Teorema 5.9.6 Se a é um niumero positivo qualquer, entdo
D,(a®) = a”In(a).
Demonstragao: Como a” = exp(xIn(a)), segue que
D,(a”) = Dy(exp(xIn(a))) = exp(zIn(a)) X Dyimn@) =

= exp(zIn(a)) In(a) = a® In(a).

Teorema 5.9.7 Se a € um niumero positivo diferente de 1, entao

au
Ydu = .
/a U ln(a) +c

Demonstragao: Exercicio. O

Exemplo 5.9.4 Encontre o valor da drea da regidgo, no primeiro quadrante,
delimitada pelas curvas y = 2%, y =27" e a reta v = 2.

Solugao: Um esbogo do grafico das curvas pode ser visto na Figura .
Assim, como a curva dada por y = 2% é maior do que a curva dada por
y = 27", segue que o valor da drea fica dado por

A:/02(2w—2_‘”)dx= <anTx2)_l_nQ(_;;:>

243 9
T In(2)  4In(2)

222427 - (224279

0 In(2)

u.a..

Por fim, é possivel estabelecer a fungao logaritmica de base qualquer.

Definicao 5.9.5 Se a € um numero real positivo, diferente de 1, entao a
funcdo Logaritmica de Base a, denotada por log,x, € a inversa da func¢ao
exponencial de base a, ou seja,

y=log,r & a’ =x.

As propriedades do logaritmo de base a sao as mesmas do logaritmo natural,
além disso, aqui aparece a mudanca de base.
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Teorema 5.9.8

log, >z =

Demonstragao: Como a¥ =z < In(a¥) = In(z) © yln(a) = In(z) & y =
In(x)
In(a)

ey =log,r & a’ =z, entao

In(z)
1 = :
%a ¥ In(a)
0
Corolario 5.9.1 )
1 = .
a © In(a)
Teorema 5.9.9 Se a é um numero real positivo diferente de 1, entao
D,(1 ) L
2 (log,x) = :
g zIn(a)
- In(z)
Demonstragao: Como log, z = , segue que
In(a)
In(x) 1 1 1 1
D, (1 =D, (—=X) = D,(1 _ -
(log, z) (ln(a)) In(a) x Do(ln(z)) In(a) “ 7 zIn(a)
0
: . r+1
Exemplo 5.9.5 Cualcule a derivada da funcdo f(x) = logy, e
x

Solugao: Tem-se que

x+1
f(x) = log o log,o(x 4 1) — log,o(z% 4 1).
Assim,
1
! - l 1 —l 2 1 /: —_— 1 I__ 2 1 ! —
1 L 2z
C In(10) \z+1 a22+1)°
U

Exemplo 5.9.6 Sendo x > 0 e x # 1, calcule a derivada da funcgao f(x) =

a,;m
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Solugao: Como y = z7, segue que In(y) = In(z”) = zIn(x). Assim,

(In(y))’ = (¢In(z))’ = 5% = () +am e 2=y (14 ()

Para finalizar......

Teorema 5.9.10 Se a € um numero real positivo diferente de 1, seque que

z(ln(z) — 1)
/logaxdx = W —+ k‘

Demonstragao: A demonstragao desse resultado ainda nao pode ser ob-
tida, pois é necessario integragao por partes que ainda nao foi estudado. [

5.10 Exercicios

Exercicio 5.10.1 Encontre a derivada de cada uma das fungoes a sequir.

(@) y=c"); () y=e"  (Qu=esenler)  (d) y=e;

(€) y— a5 h®;  (f)y— ——: () y—In ().
’ e ter T

(h) y=e3"; (i) y=e";  (§) y=tg(eV?);

T —T

e —e

T’ (l) y=ux 651n(29:)
et + e~

(k) y =

Exercicio 5.10.2 Calcule as integrais indeﬁm’das:

@ [ o) [ L (@ / T2y

Exercicio 5.10.3 Calcule as integrais definidas:

(a) /3 i x22f5dx; (b) /1 3 2;:13dx; () / — x- (d) /O s
(e) / o () / Lz (@ /0 e
(h) /:2 a:lcrllix’ @ /12 e:j- edx

Exercicio 5.10.4 Determine o valor da drea da regiao definida pelas curvas
y:e_’”2,y:0,x:0 ex=1.
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